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GEOMETRIAS NO EUCLIDEANAS 
En el 1 ibro "El Plano" , de J. Tirao, se prueba 
que aceptando solamente los axiomas de inciden~ 
cla, órden y congruencias por un punto exterior 
a una recta pasa siempre al menos una recta pa-
ralela a la recta dada, en este trabajo reprodu 
cimos un modelo de geometría donde por un punto 
exterior a una recta pasan infinitas paralelas. 
También, este trabajo muestra las bondades de 
los métodos "omá ticos puesto que aquí observa 
mos cómo estud id r va r1 os ejemplos simultáneamen 
te, a partir de sus pro p iedades esenciales. -
Hay un axioma de la geometría euclid~ana "cuya verdad" o st. corres 
pondencia con datos emp1ricos, no es de ninguna manera obvia. Se trata 
del postulado de la única paralela que por Euclides fue enunciado as·-
"Si una recta corta a otras dos, de modo tal, que en uno de sus 1 ados 
se forman Angulas interiores cuya suma es menor que dos rectos, esas 
dos rectas prolongadas indefinidamente se encuentran en aquella parte 
en la cual los ángulos interiores suman menos que dos rectos". Hoy S" 
lo conoce por su equivalentli: "por un punto exterior a una recta dada 
se puede trazar una sola paralela a la misma", expresión mucho más sim 
ple que debemos al matemático escoc~s Playfair. 
El aspecto de este postulado lo-muestra como una aseveración , acer 
ca de toda la extensión de una recta, imaginada como extendiéndose i nde 
finídamente en ambas direcciones, ya que dos rectas se dicen paralelas 
cuando su intersección es vac1a, por muy lejos que se busque la ínter-
sección. Como la mAxima longitud de una regla real, de un hilo, o in-
cluso de un rayo de luz visible con telescopio es ciertamente finit • 
se deduce que este axioma nunca puede ser veri-ficado por experimentación. 
El hecho de que el axioma de la parale1a no sea experimentalmente veri-
ficable nos lleva a la cuestión de ver si es o no independiente de los 
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axio~as de incidencia, órden y congruencias, pues si ~1 fuera una con 
secuencia lógica de estos axiomas, sería posible eliminarlo como tal 
y considerarlo un teorema*. 
La búsqueda de esta demostración llevO a los matemáticos varias 
centurias de esfuerzo, la mayoría de ellos sólo 11 
egaron a "reempla-
zarlo" por otro axioma equivalente, oara lograr la demostración. 
Un párrafo aparte merece el intento hecho por el jesuita Gerola 
mo Saccheri {1667-1733}, que usa por primera vez unmétodo indirecto 
que consiste en "admitir lo contrario y obtener consecuencias absur-
das ~, para ello se vale de una figura auxiliar: el cuadrilátero bi-
rrect~ngulo isósceles, conocido también con el nombre de 
"cuadriláte 
ro de Saccheri" 
dr-------------~ 
son rectos 
-
-r 1 os 1 a dos aa y Oc son congruentes 
...Ca 
Aceptando solamente los axiomas d . "d . 
e 1nc1 enc1a, Orden y congruen-
cia se demuestra la existencia del punto medl·a 
m del ao y que la 
por m, 11 eva al pu.!!. 
simetría axial de eje, la perpendicular a ib 
to d en e (ver P~g. 17 de "El Plano"}. Por lo tanto, Saccheri 
concluye: 
""" adc es congruente al J2b 
Y dice: caben aquf tres hipótesis 
0 ambos son rectos 
~ ambos son agudos 
ambos son obtusos 
*En e 1 Teorema l. 14 de "E 1 Plano" 
de Incidencia, 6rden ' se prueba que aceptando los axiomas 
y congruencias siempre pasa al menos 
una para 1 el a. 
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Saccheri demuestra que el postulado de las paralelas equivale a 
la primer hipótesis y trata luego de probar que las restantes conducen 
a un absurdo. En el intento demuestra "Si en el cuadrilatero birrecUn 
gula isósceles abcd se verifica la hipótesis del angula recto, del 
angula agudo o la del obtuso, entonces resultará respectivamente 
aD = Cd O aD <Ccf O ao>Ccf 11 , en otro de SUS teoremas logra d.-fi'!JS-
trar "Si se verifica la hipótesis del angula recto, agudo u ob~uso, 
en todo triángulo la suma de sus ángulos será respectivamente, igual, 
menor o mayor que dos rectos". 
Saccheri continúa estos desarrollos deductivos hasta que en ' •"O 
de ellos concluye que en la hipótesis del ángulo obtuso "las rectas 
deberían ser finitas". Esto es, en cada·recta existirían un par de 
puntos tal que todo otro punto de dicha recta estaría entre ellas dos, 
lo que toma como el absurdo deseado y excluye esta posibilidad. En 
cambio para la hipótesis del ángulo agudo no consigue llegar a ningu-
na contradicción y llevado por su prejuicio, comprensible para la ép~ 
ca en que vivió, dec lara "La hipótesis del ángulo agudo es absoluta-
mente falsa poroue repugna a la naturaleza de la línea recta". 
De no mediar ese "prejuicio", quizás Saccheri hubiese sido eo Jes 
cubridor de las geometrías no euclideanas, pues estuvo muy cerca de 
ello. Pero debió transcurrir un siglo más para conocerse las primeras 
publicaciones sobre éstas geometrías, de Lobatchevsky en 1829 y de 
Bolyai en 1832, aunque se sabe que 15 años antes Gauss hizo un mJnus 
e rito en que des arra 11 a es te sistema y por primera vez 1 o 11 aMa "geo 
metrlas no euclideanas". 
La capacidad intelectual de Gauss, Lcba tchevsky y_Bolyai, mos-
traron que tal geometría se basa en un sistema de axiomas no euc11-
de ano que es perfectamente consisten te. 
Para mostrar la consistencia de la nueva geometrfa no necesit~ 
mos construir un vasto cuerpo de teoremas no euclideano, como 1o h~ 
cieron Lobatchevsky y Bolyai. sino construir sim~les modelos geom~-
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tricos que satisfagan todos los axiomas de Euclides, excepto el de la 
paralela. 
Uno de los modelos más simples fue construido por Poincaré a fi-
nes del siglo pasado. A continuación describiremos dicho modelo y ob-
servaremos que se verifican los axiomas de incidencia, órden y congrue~ 
cia y continuidad como están formuladas en el libro "El Plano". Como 
punto de partida aceptaremos que tenemos un plano euclideano ~ en el 
cual se verifican los axiomas de incidencia, Orden, congruencia, para-
lelismo y continuidad como están formuladas en "El Plano". Fijemos p~ 
ra siempre una recta A en 1r (que la pensaremos horizontal) y deno-
temos por H el semiplano abierto superior determinado por A. 
Definición: llamaremos plano no Euclideano al coRjunto H. 
De[ir.ición: llama remos rectas no eucl.ideanas en H a los subconjuntos 
de H que se obtienen al intersectar H con: 
a-J Rectas perpendiculares a A 
o con 
b) Circunferencias con centro en A. 
Definición: El Orden que fijamos en las :rectas no euaZideanas es: si 
es perpendicular a A, el Orden usual, si es una semicircunferencia, 
el Orden natural de giro horario u antihorario. 
A continuación verificamos que este plano no euclideano H junto 
con las rectas no euclideanas y el órden fija do en ellas verifican los 
axiomas de incidencia y Orden como están formulados en "El Plano". 
El axioma 1.1 para H se verifica pues valen Teorema 1.1 y el 
axioma l. S para 7f. 
El axioma 1.2 para H es consecuencia del teorema 1.1 y el axio 
ma 1.11 para 7(. 
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El axioma 1.3 para H se verifica pues vale para 7f y porque 
dados dos puntos exteriores a una recta A por ellos pasa una única 
circunferencia con centro en A. 
El axioma 1.4 para H se verifica por la definición de órden 
dada en las rectas no euclideanas. 
1 S H Se verifica por los axiomas 1.5 ~ 1.11 El axioma . para 
para ll' y pues H es un semiplano euclideano abierto. 
El axioma 1.6 para H se verifica por los axiomas 1.6 y el 
1.11 para 1r. 
Esto concluye la verificación de que el plano no euclideano H 
junto con las rectas no euclideanas definidas en el H satisfacen 
los axiomas de incidencia y Orden. Por consiguiente, todos los teo-
remas de la unidad Puntos y rectas en "El Plano" son válidas en H. 
Proponemos al lector hacer los dibujos correspondientes, además de 
dibujar triángulos no euclideanos, cuadriláteros no euclideanos, etc. 
Además, sugerimos que con la ayuda de un transportador calcule la su 
ma de los ángulos interiores en alqunos triángulos. Para esto, le in 
fonnamos al lector que se prueba: la medida de un ángulo no et..~l i­
deano es igual a la medida en el sistema circular del ángulo eucli-
deano, determinado por las tangentes a las rectas no euclideanas en 
el vértice del ángulo no euclideano. El dibujo es 
S 
T 
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Pregunta: lSerá posible dibujar rect~ngulos no euclideanos? 
'J'ran.s[ormaciones r-ígidas en el Plano no euclideano 
En "El P1 ano" se introducen ax iomá ti camente 1 as transformaciones 
rígidas de 1f. A continuación definiremos una familia de funciones b..!_ 
yect1vas de H en si mismo que verificarán los axiomas 7, 8 y 9 del 
plano. Por consiguiente en H, valen (reformulados para este ejem-
plo) todos los resultados de la unidad transformaciones rfgidas hasta 
el teorema 1.14 inclusive. En [2) se hace un estudio exahustivo de la 
inversión con respecto a una circunferencia. Es f~cil deducir, de lo 
desarrollado allí que: 
Lema: Cualquier involución con respecto a una circunferencia con cen 
tro en A, transforma H en sí mismo. 
Además, por Teorema 1.10 de "El Plano", se tiene que la simetr1a 
axial con respecto a una recta perpendicular a A, transforma H en 
sí mismo. Por consiguiente, la siguiente es correcta 
Definición: Oiremos que una función de H en sf añsmo es una trans-
formación r!gida no euclideana si la obtiene como composición de una 
o varias simetrías axiales con respecto a las rectas euclideanas que 
contienen las rectas no euclideanas o involuciones con respecto a cir 
cunferencias que contienen rectas no euclideanas. 
Simbólic<'mente, T: H-+ H es una transformación rígida no eucl..!_ 
deana si y sólo si, existen L1 ••• Lr rectas no eucl ideanas tal que 
T = SL1 ~ SL1 o ••• o Slr, donde Sli denota la reflexión con respecto 
a la recta euclideana que contiene a Li o la involución con respecto 
a la circunferencia que contiene a l; , según corresponda. Por ejem-
plo, si L es cualquiera recta no euclideana SL es una transforma-
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ción rígida no euclideana. También T = a la aplicación identidad es 
una transformación rf gi da no euc 1 idea na pues T = Sl • Sl , donde Sl 
es la reflexión con respecto a cualquier recta euclideana perpendic..!!_ 
lar a A. Si ao, esU contenido en una recta paralela a A, la 
traslación euclideana que lleva a en b es una transformación rígida 
no euclideana por ejercicio 1.27 de "El Plano". 
Dejamos como ejercicio para el lector probar que las funciones 
de H en sí mismo que hemos llamado transformaciones no euclideanas, 
satisfacen los axiomas 1.7, 1.8 y 1.9. Por consiguiente en H valen 
todos los teoremas enunciados desde el comienzo hasta, el teorema 1.14 
inclusive. Sugerimos al lector reformular cada resultado en este mode 
lo. Notemos que el dibujo 
R B 
nos dice que en H no se satisface el axioma 1.10, puesto que L,B Y 
e son paralelas a R por o, por tanto, algunos de los resultados 
enuncia dos a partí r del axioma 1.10 de "El Plano" va 1 en en H Y otros 
no. Por ejemplo: 
1) El siguiente dibujo 
MI /N 
1 
1 
1 
1 
1 1 
"<'rl 
' (J 1 Q./ 
' 1 1 
', 1,' N ----~6----- ---- A 
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muestra dos rectas no euclideanas paralelas (M y N) una recta no eu-
el ideana transversal (R) tal que los Angulas corresoondientes no son 
congruentes. 
2) En un paralelogramo no euclideano los lados opuestos no siem 
pre son respectivamente congruentes. Además, dos Angulas consecutivos, 
en un paralelogramo no euclideano no siempre son suplementarios, como 
el dibujo siguiente lo muestra. 
o--------¡: 
3) El dibujo anterior muestra oue si a >P, entonces la suma 
de los ángulos interiores de un paralelogramo no euclideano es menor 
que cuatro rectos, puesto que 
~ s a • w 1r 1r a + +e + z z + z + (z + P) + (z- a) 2• - (a- ,1) • 
Por consiguiente 
4) En algún triángulo no euclideano, la suma de los ángulos in 
teriores es menor que dos rec~os. 
Un teorema de Legendre y Saccheri afirma, entonces que la suma 
de los ángulos interiores de cualquier triángulo no euclideano es me 
nor que dos rectos. (Haremos una prueba de esto en una próxima nota). 
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Finalmente, le contamos al lector que: para cualquier tri!ngulo 
no euclideano vale 
w-suma de los ángulos interiores (medidos en radianes) 
=área no euclideana del triángulo 
Como indicamos al comienzo, este trabajo sirve para mostrar cómo 
manejar en forma simultánea varias ejemplos, a partir de sus propied~ 
Proponemos al lector encontrar modelos de la geome-des esenciales. 
tr1a euclideana 0 no euclideanas, distintos de los dos mencionados 
aqu1. (Las superficies desarrollables pueden ayudar en algo). 
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en un paralelogramo no euclideano no siempre son suplementarios, como 
el dibujo siguiente lo muestra. 
o--------¡: 
3) El dibujo anterior muestra oue si a >P, entonces la suma 
de los ángulos interiores de un paralelogramo no euclideano es menor 
que cuatro rectos, puesto que 
~ s a • w 1r 1r a + +e + z z + z + (z + P) + (z- a) 2• - (a- ,1) • 
Por consiguiente 
4) En algún triángulo no euclideano, la suma de los ángulos in 
teriores es menor que dos rec~os. 
Un teorema de Legendre y Saccheri afirma, entonces que la suma 
de los ángulos interiores de cualquier triángulo no euclideano es me 
nor que dos rectos. (Haremos una prueba de esto en una próxima nota). 
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Finalmente, le contamos al lector que: para cualquier tri!ngulo 
no euclideano vale 
w-suma de los ángulos interiores (medidos en radianes) 
=área no euclideana del triángulo 
Como indicamos al comienzo, este trabajo sirve para mostrar cómo 
manejar en forma simultánea varias ejemplos, a partir de sus propied~ 
Proponemos al lector encontrar modelos de la geome-des esenciales. 
tr1a euclideana 0 no euclideanas, distintos de los dos mencionados 
aqu1. (Las superficies desarrollables pueden ayudar en algo). 
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SOLUCIONES ENVIADAS 
Soluciones a ejercicios del artfculo Número Reales de Jorge A. 
Vargas, RE~ Vol. 1 NQ 2 p. 29. Estas soluciones fueron enviadas por 
Malva A. Alberto de Toso, Ayudante de Primera U.T.N. Filial Santa fe. 
Ejercicios {p~g. 31) 
1) Pruebe que -x = {-1)·x . 
Indicamos con -x "el opuesto de x•. Por la unicidad del opuesto 
de un número es suficiente probar que x + (-1)x = O 
X + {-1)X e l·X + {-1)x 1 es neutro multiplicativo 
Pero lx + {-l)x = x·l + x{-1) 
• X·(l + {-1)) 
.. X·O 
x + (-1)x =O 
conmutativa 
distributiva 
opuesto de 1 es {-1) 
por ejercicio 2 
Luego {-l)x "es un opuesto de x, la unicidad del opuesto (~.1) 
implica que -x = {-1)x. 
2) Probar x·O = O 
x·O = x·(O +O) por ser O neutro aditivo 
.. x·O + x·O distributividad 
x·O = x·O +0 = x·O +x·O por ser O neutro aditivo 
por ejercicio 3 {simplificaciOn) 
x·O + O = x·O + x·O • O = x-O 
x:O = O {conmutatividad) 
3) Si b +d • b +h d = h 
d "d +0 "'d + (b +(-b)) .. (d +b) +\-b) .. {b +h) +(-b) .. 
OED 
QED 
